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Анотація. Зі зростанням населення, розвитком промислового будівництва та прискоренням урбанізації 

утворення стічних вод щорічно зростає. Так само зростає й кількість осадів стічних вод, зокрема й тих, 

які містять значну кількість важких металів, патогенів та бактерій. Високий вміст вологи в муніципа-

льних осадах стічних вод створює величезні труднощі для їх безпечної утилізації та подальшого вико-

ристання. У країнах Євросоюзу складування осадів стічних вод є забороненим. Тому осади вже не на-

громаджують на мулових майданчиках, шламонагромаджувачах, відвалах тощо, як це роблять у нашій 

країні. Отже, виникає необхідність зміни існуючого методу управління цими осадами. Математичне 

моделювання кінетики зневоднення осадів стічних вод методом розмірностей дозволило отримати фу-

нкціональну залежність з чисел подібності. Ці числа подібності мають фізичний сенс як співвідно-

шення сил або є аналогами критеріїв подібності. Підтверджено аналогію з фільтрацією при дослі-

дженні компресійно-фільтраційних властивостей суміші осадів стічних вод з Львівських каналізацій-

них очисних споруд. 
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ВСТУП 

Зі зростанням населення, розвитком про-

мислового будівництва та прискоренням ур-

банізації утворення стічних вод щорічно 

зростає. Так само зростає й кількість осадів 

стічних вод. Так, 2020 року в Європейсь-

кому Союзі кількість осадів стічних вод (за 

сухою речовиною) становило близько 

15 млн. т [1]. 

Розрахунковий обсяг свіжеутвореного 

осаду від очисних споруд систем централі-

зованого водовідведення по Україні складає 

338 тис. т/рік (при вологості 97 %). Загаль-

ний об’єм осадів накопичених на спорудах 

очищення стічних вод в Україні наразі неві-

домий, але за приблизною експертною оцін-

кою він може становити від 50 до 80 млн. м³ 

[2]. 

Швидко зростаюча глобальна кількість 

мулових стічних вод, що утворюються що-

річно, залежить від урбанізації, ступеня роз-

витку та способу життя. 

Основними методами обробки осадів сті-

чних вод є ущільнення [3], стабілізація [4], 

кондиціювання [5], зневоднення [6], термі-

чне сушіння [7] та спалювання [8].  

Осади стічних вод в необробленому ви-

гляді нагромаджують на мулових майданчи-

ках, шламонагромаджувачах, відвалах 

тощо, де відбувається швидке переповнення 

через брак територій поблизу міст чи інших 

населених пунктів. Більше того, осади, що 

утворюються на каналізаційних очисних 

спорудах (КОС), містять значну кількість 

важких металів, патогенів та бактерій [9]. 

В країнах Євросоюзу заборонено захоро-

нення осаду стічних вод, зокрема у Польщі 

з 1 січня 2016 року. Слід наголосити, що 
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законодавчі зміни щодо управління стіч-

ними водами, поряд із систематичним збіль-

шенням обсягу утворених осадів стічних 

вод, тягнуть за собою необхідність зміни іс-

нуючого методу управління цими осадами 

[10].  

Високий вміст вологи в муніципальних 

осадах стічних вод створює величезні труд-

нощі для їх безпечної утилізації та подаль-

шого використання. 

Зневоднення осадів стічних вод відіграє 

вирішальну роль у зменшенні об'єму осаду 

та, як наслідок, пов'язаних з ним витрат на 

подальшу обробку, транспортування та ути-

лізацію. 

Наразі основним методом, що використо-

вують для зневоднення осадів стічних вод, є 

механічне зневоднення. 

МЕТА І МЕТОДИ ДОСЛІДЖЕННЯ 

Метою даної роботи є порівняння залеж-

ностей, які описують кінетику зневоднення 

осадів стічних вод, з експериментальними 

даними, отриманими при дослідженні комп-

ресійно-фільтраційних властивостей цих 

осадів. 

РЕЗУЛЬТАТИ ТА ПОЯСНЕННЯ 

Швидкість, м/с, фільтрування осадів сті-

чних вод [11] 

𝑞 = 𝑓(𝐺,  𝑒,  𝑊,  𝜇,  𝑡,  𝑝,  ℎ), (1) 

де 𝐺 – модуль стиснення осаду, Па; 𝑒 – кое-

фіцієнт пористості осаду;  𝑊 – вологість 

осаду; 𝜇 – динамічна в’язкість фільтрату, 

Па·с; 𝑡 – тривалість фільтрування, с;  

 𝑝 – тиск рідини в порах осаду, Па; ℎ – тов-

щина шару осаду, м. 

Вологість осаду W залежить від коефіці-

єнта пористості осаду e [11]. Перепишемо 

функціональну залежність (1) у вигляді  

𝜙(𝑞,  𝐺,  𝑒,  𝜇,  𝑡,  𝑝,  ℎ) = 0. (2) 

Проведемо моделювання методом розмі-

рностей. Залежність (2) має n = 7 змінних. 

Для знаходження цієї функціональної зале-

жності використаємо 𝜋-теорему. Якщо ці n 

змінних можуть бути виражені через m ос-

новних розмірних одиниць, то їх можна 

згрупувати в (n – m) безрозмірних комплек-

сів 𝜋. 

Для механічних процесів, наприклад, 

m = 3 – незалежні величини з розмірностями 

маси (𝑀, кг), довжини (𝐿, м), часу (𝑇, с). Тоді 

n – m = 7 – 3 = 4. Розмірності [𝑞] = 𝐿𝑇−1;  

[𝐺] = 𝑀𝐿−1𝑇−2; [𝑒] = –; [𝜇] = 𝑀𝐿−1𝑇−1; 

[𝑡] = 𝑇; [𝑝] = 𝑀𝐿−1𝑇−2; [ℎ] = 𝐿. 

Розмірності шуканих параметрів відно-

сно незалежних величини наведено в табл.1. 

Табл. 1. Розмірність шуканих параметрів 

Table 1. Dimensions of the determined parameters 

Параметри 

Величини 
𝑞 𝐺 𝑒 𝜇 𝑡 𝑝 ℎ 

𝑀   0   1 0   1 0   1 0 

𝐿   1 –1 0 –1 0 –1 1 

𝑇 –1 –2 0 –1 1 –2 0 

 

За основні параметри вибрано 𝑞, 𝜇, 𝑝. 

Правильність вибору цих параметрів переві-

римо за визначником Δ, що складається з їх 

розмірностей [12]:  

 𝑞 𝜇 𝑝 

𝑀 | |

𝐿 | |

𝑇 | |

. (2) 

При цьому має бути Δ ≠ 0. Отже, 

𝛥 = |
  0   1   1
  1 −1 −1
−1 −1 −2

| = 1 ≠ 0. (3) 

Тому залежність (2) можна замінити та-

кою: 

𝜙(𝜋1,  𝜋2,  𝜋3,  𝑒) = 0, (4) 

Тут комплекси 

𝜋1 = 𝑞𝛼1 ⋅ 𝜇𝛽1 ⋅ 𝑝𝛾1 ⋅ 𝐺;  

𝜋2 = 𝑞𝛼2 ⋅ 𝜇𝛽2 ⋅ 𝑝𝛾2 ⋅ 𝑡;  

𝜋3 = 𝑞𝛼3 ⋅ 𝜇𝛽3 ⋅ 𝑝𝛾3 ⋅ ℎ.  

Показники степенів 𝛼𝑖,  𝛽𝑖,  𝛾𝑖 визначають 

з умови, щоб комплекси 𝜋 були безрозмір-

ними. 

Враховуючи, що розмірності обох частин 

комплексу π однакові, замінимо всі вели-

чини в ньому розмірностями цих величин. 

Так, для комплексу 𝜋1 
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𝑀0 ⋅ 𝐿0 ⋅ 𝑇0 = (𝐿 ⋅ 𝑇−1)𝛼1

⋅ (𝑀 ⋅ 𝐿−1 ⋅ 𝑇−1)𝛽1 × 
× (𝑀 ⋅ 𝐿−1 ⋅ 𝑇−2)𝛾1 ⋅ (𝑀 ⋅ 𝐿−1 ⋅ 𝑇−2) . 

Щоб комплекси π були безрозмірними, 

необхідно щоб сума показників степенів для 

кожної розмірності дорівнювала нулю. 

Тому отримано систему з трьох рівнянь з 

трьома невідомими 𝛼, 𝛽, 𝛾. 

Для комплексу π1 складемо відповідні рі-

вняння для розмірності маси (𝑀), довжини 

(𝐿), часу (𝑇): 

{

0 = 𝛽1 + 𝛾1 + 1;
0 = 𝛼1 − 𝛽1 − 𝛾1 − 1;
0 = −𝛼1 − 𝛽1 − 2𝛾1 − 2.

  

Розв’язуючи цю систему, знаходимо 

𝛼1 = 0; 𝛽1 = 0; 𝛾1 = –1; тоді маємо 

𝜋1 = 𝑞0 ⋅ 𝜇0 ⋅ 𝑝−1 ⋅ 𝐺 =
𝐺

𝑝
.  

Аналогічно для комплексу π2: 

𝜋2 = 𝑞0 ⋅ 𝜇−1 ⋅ 𝑝1 ⋅ 𝑡 =
𝑝⋅𝑡

𝜇
.  

Аналогічно для комплексу π3: 

𝜋3 = 𝑞−1 ⋅ 𝜇−1 ⋅ 𝑝1 ⋅ ℎ =
𝑝⋅ℎ

𝑞⋅𝜇
.  

Залежність (4) набуває вигляду: 

𝜙 (
𝐺

𝑝
,  

𝑝⋅𝑡

𝜇
,  

𝑝⋅ℎ

𝑞⋅𝜇
,  𝑒) = 0. (5) 

Графіки залежності 𝐺 = 𝑓1(𝑝) при дослі-

дженні компресійно-фільтраційних власти-

востей суміші осаду стічних вод (з первин-

ного та вторинного відстійників у співвідно-

шенні 1:2) з Львівських КОС наведено в 

[13], казеїну-сирцю – в [14]. Для казеїну-си-

рцю також наведено графік залежність 

𝑒 = 𝑓2(𝑝) [14]. 

Число подібності 
𝑝⋅ℎ

𝑞⋅𝜇
 можна розглядати як 

відношення сили тиску [𝐹𝑝] = 𝑝 ⋅ 𝐿2 до сили 

в’язкості [𝐹𝑉] = 𝜇 ⋅ 𝑉 ⋅ 𝐿 [15, 45]:   

[𝐹𝑝]

[𝐹𝑉]
=

𝑝⋅𝐿

𝜇⋅𝑉
, (6) 

де 𝑝 – тиск, Па; 𝐿 – характерна довжина, м; 

𝜇 – динамічна в’язкість, Па·с; 𝑉 – швидкість, 

м/с. 

Для всієї пористої маси вважається спра-

ведливим основний закон ламінарної 

фільтрації Дарсі [16]. По аналогії з цим за-

коном отримано [11]: 

𝑞 =
1

𝜇⋅𝑟0
⋅

𝑝

ℎ
, (7) 

де 
1

𝜇⋅𝑟0
 – аналог коефіцієнта ламінарної філь-

трації, м²/(Па·с); 𝑟0 – питомий опір фільтру-

вання осаду стічних вод, 1/м²;  
𝑝

ℎ
 – аналог гідравлічного похилу, Па/м. 

Помноживши ліву та праву частини (7) на 
𝑡

ℎ
, отримуємо 

𝑞⋅𝑡

ℎ
=

𝑝⋅𝑡

𝜇⋅𝑟0⋅ℎ2. (8) 

По аналогії з формулою, яка враховує як 

ламінарну, так і турбулентну фільтрацію, за-

пропоновано залежність [11]:  

𝑞⋅𝑡

ℎ
= 𝑎 + 𝑏 ⋅ (

𝑝⋅𝑡

𝜇⋅𝑟0⋅ℎ2)
𝑚

, (9) 

де 𝑎, 𝑏 – емпіричні коефіцієнти, 𝑎, м/с;  

𝑏, (м/c)1–m; 𝑚 – показник степеня. 

Число подібності 
𝑞⋅𝑡

ℎ
 можна також отри-

мати із залежності (5), поділивши числа по-

дібності 
𝑝⋅𝑡

𝜇
 та 

𝑝⋅ℎ

𝑞⋅𝜇
. Число 

𝑞⋅𝑡

ℎ
 є аналогом кри-

терію гомохронності, який має фізичний 

зміст як характеристика нестаціонарної течії 

рідини [17, 405]: 

𝐻𝑜 =
𝑉⋅𝑡

𝐿
, (10) 

де 𝑡 – час, с. 

При зневодненні суміші осаду стічних 

вод з Львівських КОС графік залежності 
𝑞⋅𝑡

ℎ
= 𝑓 (

𝑝⋅𝑡

𝜇⋅𝑟𝑜⋅ℎ2) наведено на рис. 1.  

У формулі (9) використано такі значення: 

𝑎 = 0,704 м/с; 𝑏 = 0,963 (м/c)1–m; 𝑚 = 0,9375. 

ВИСНОВКИ ТА РЕКОМЕНДАЦІЇ 

Математичне моделювання кінетики зне-

воднення осадів стічних вод методом розмі-

рностей дозволило отримати функціональну 

залежність з чисел подібності. Числа подіб-

ності мають фізичний сенс як співвідно-

шення сил або є аналогами критеріїв подіб-

ності. 

Фізичне моделювання процесу зневод-

нення суміші осаду стічних вод з Львівських 

КОС підтвердило справедливість 
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залежності (5), отриманої методом розмір-

ностей. Аналогію з фільтрацією підтверджу-

ють залежності (8) та (9). 

 

Рис. 1. Аналогія з фільтрацією при зневодненні 

суміші осаду стічних вод з Львівських 

КОС: 1 – експериментальні дані; 2 – за 

формулою (8); 3 – за формулою (9) 

Fig. 1. Analogy with filtration during the dewater-

ing of sewage sludge mixture from the Lviv 

wastewater treatment plants: 1 – experi-

mental data; 2 – calculated according to 

equation (8); 3 – calculated according to 

equation (9) 
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Modelling the kinetics of sewage sludge dewatering using the dimensional analysis method 

 

Orest Verbovskyi, Maksym Havrysh, Vadym Orel 

 

Abstract. With the growth of the population, the development of industrial construction, and the 

acceleration of urbanization, the generation of wastewater increases annually. Accordingly, the 

amount of sewage sludge is also rising, including sewage sludge containing significant concentrations 

of heavy metals, pathogens, and bacteria. The high moisture content of municipal sewage sludge 

creates serious challenges for its safe disposal and further utilization. In the countries of the European 

Union, landfilling of sewage sludge is prohibited. Therefore, sewage sludge is no longer accumulated 

in sewage sludge drying beds, sewage sludge storage lagoons, or dumps, as is still practiced in our 

country. Consequently, there is a need to revise the existing sewage sludge management approach. 

Mathematical modeling of the kinetics of sewage sludge dewatering using the dimensional analysis 

method made it possible to obtain a functional relationship expressed in terms of dimensionless sim-

ilarity numbers. These similarity numbers have a clear physical meaning as ratios of forces or as 

analogues of classical similarity criteria. The analogy with filtration theory was confirmed in the 

study of the compression–filtration properties of sewage sludge mixture from the Lviv municipal 

wastewater treatment plants. 

Key words: dewater ability, sewage sludge, water content, dimensional analysis method, similar-

ity numbers. 
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