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Анотація. Проведений моніторинг параметрів якості води у 90 населених пунктах восьми обла-

стей України дав можливість констатувати, що підземні води є складною багатокомпонентною 

системою, яка містить іони важких металів (ІВМ), легкоокиснювані органічні сполуки, гумінові 

кислоти, азот амонійні сполуки, феноли. Діючі станції знезалізнення за технологією спрощеної 

аерації-фільтрування не в змозі вилучати із води сполуки Fe(II) в присутності гумінових компле-

ксів. Тому в сучасних умовах актуальним завданням є інтенсифікація їх роботи шляхом впрова-

дження нових технологій, зокрема біотехнологій із розробкою відповідних математичних моде-

лей. Показано, що моделюванню кінетики процесів очищення підземних вод в біореакторах при-

ділялося значно менше уваги ніж традиційним фізико-хімічним методам, для яких були розроб-

лені сучасні математичні моделі. Тому розвиток напрямку моделювання біохімічного процесу 

очищення води від сполук заліза є актуальним завданням. Метою роботи є розробка математич-

ної моделі кінетики процесу очищення підземних залізовмісних вод в біореакторах. Математи-

чна модель представлена задачею Коші для нелінійної системи диференціальних рівнянь в час-

тинних похідних першого порядку. Система задачі Коші складається з п’яти рівнянь з п’ятьма 

невідомими функціями, які описують розподіл концентрацій катіонів феруму, бактерій, а також, 

матриксних структур в двох фазах (рухомій та іммобілізованій) як у просторі, так і у часі. В мо-

делі враховано зворотний вплив характеристик процесу, зокрема концентрації матриксних стру-

ктур в міжпоровому просторі, а також характеристик середовища за допомогою коефіцієнтів ма-

сообміну та пористості. Модель дозволяє визначати оптимальний час роботи біореактора між 

промивками. 

Ключові слова: кінетична модель біологічного знезалізнення, матриксні структури, метод хара-

ктеристик  

 

ВСТУП 

Проведений моніторинг параметрів 

якості води у населених пунктах Волин-

ської, Рівненської, Житомирської, Терно-

пільської, Закарпатської, Львівської, 

Хмельницької областей України вказав 

на забрудненість підземних вод сполу-

ками заліза, амонійного нітрогену, орга-

нічними сполуками, фенолами. Зокрема 

за результатами моніторингових дослі-

джень параметрів якості підземних вод на 

49 водозаборах Рівненської області [1], 

було встановлено, що 45% із досліджених 

водозаборів базується на підземних водах 

із концентрацією Fe(II) до 3 мг/дм3, 24,5 

% із концентрацією від 3,0 до 5,0 мг/дм3, 

14,2% – від 5,0 до 10,0 мг/дм3 та 16 % – 

від 10 до 30 мг/дм3. Дослідження прове-

дені у Волинській області [1] показали що 

52% підземних вод із досліджених 25 во-

дозаборів, містило до 3,0 мг/дм3, 18 % – 

від 3,0 до 5,0 мг/дм3, 24 % від 5,0 до 
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10 мг/дм3 та 6 % – від 10,0 до 20,0 мг/дм3 

сполук Fe(II). Діючі станції знезаліз-

нення, в основному побудовані за техно-

логією спрощеної аерації та фільтру-

вання, не в змозі вилучати із води спо-

луки Fe(II) в присутності гумінових ком-

плексів [2]. Крім того, для очищення під-

земних залізомістких вод із величиною 

гідрокарбонатної лужності  2 ммоль/дм3 

необхідно використовувати реагентні ме-

тоди.  

АНАЛІЗ ОСТАННІХ ДОСЛІДЖЕНЬ 

ТА ПУБЛІКАЦІЙ 

Актуальним завданням сьогодення є 

інтенсифікація роботи діючих станцій 

знезалізнення шляхом впровадження но-

вих технологій та створення математич-

них моделей які описували їх роботу.  

Основну увагу при розробці сучасних 

наукових напрямків було спрямовано на 

створення багатокомпонентних моделей, 

які описують різні процеси фізико-хіміч-

ного знезалізнення. Найбільш сучасними 

з них є моделі, розроблені, зокрема, в ро-

ботах [3, 4]. Модель, представлена в ро-

боті [3], описує динаміку процесу знеза-

лізнення води на швидких фільтрах при 

сталих значеннях швидкостей фільтру-

вання. Модель враховує вплив процесів 

масопереносу, кінетики обміну та різно-

манітних трансформацій, які відбува-

ються як у рідкій, так і в твердій фазах си-

стеми відносно Fe2+, кисню, різних форм 

Fe(OH)3. В роботі [5] одержано розв’язок 

математичної задачі фізико-хімічного 

знезалiзнення води, яка містить перева-

жно окислене залізо, на фільтрах із зерни-

стим завантаженням. Для розрахунків 

концентрацій i втрат напору в роботі за-

пропоновано залежності які сприяють об-

ґрунтуванню як технологічних так і конс-

труктивних параметрів i, перш за все, 

тривалості фiльтроциклу на основі двох 

критеріїв [5]. В роботі [6] представлена 

сучасна нелінійна модель фізико-хіміч-

ного знезалізнення на фільтрах, яка вра-

ховує масопередачу для двох форм заліза. 

Також модель відображає інтенсифіка-

цію видалення заліза під впливом утворе-

ного осаду, передбачає безвідривне філь-

трування, враховує обмеженість сорбцій-

ного ресурсу.  

Одним із напрямків інтенсифікації ро-

боти станцій знезалізнення є застосу-

вання біохімічного методу, яке стало мо-

жливим завдяки широкому розповсю-

дженню феробактерій у підземних водах 

у різних регіонах світу [7, 8]. 

Дослідами, проведеними Mouchet [8], 

було визначено оптимальні параметри 

рН-Eh середовища, необхідні для їх роз-

витку та межі їх конкурування із тради-

ційними схемами окиснення Fe(II) кис-

нем повітря (рис.1). Створені бактеріями 

полімерні матриксні структури bio-міне-

ралів складаються з кислих полісахаридів 

з карбоксильними функціональними гру-

пами, які знаходяться в щільному просто-

ровому зв’язку з ферум (III) гідроксидом, 

що призводить до збільшення брудоміст-

кості (рис. 2), на відміну від традиційних 

безреагентних методів [8]. 

МЕТА РОБОТИ 

Метою роботи є розробка математич-

ної моделі кінетики процесу очищення 

підземних залізовмісних вод в біореакто-

рах. Це дасть можливість отримати роз-

поділ концентрацій бактерій, дво- та три-

валентного заліза у контактному заванта-

женні біореактора для встановлення його 

оптимальних фізичних розмірів, спрогно-

зувати час його ефективної роботи між 

промивками.  

ВИКЛАД ОСНОВНОГО  

МАТЕРІАЛУ 

Зазвичай, до складу технологічної 

схеми біологічного очищення підземних 

вод входять біореактор та освітлювальні 

фільтри із різними типами інертних зава-

нтажень (пінополістирол, гравійний пі-

сок).  
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Рис. 1. Поля активності феробактерій (за 

Mouchet, 1992) [8] 

Fig. 1. Fields of activity of ferrobacteria (by 

Mouchet, 1992) [8] 

 

Рис. 2. Порівняння брудомісткості бі-

ологічного та фізико-хімічних 

методів знезалізнення (за 

Mouchet, 1992) [8] 

Fig. 2. Comparison of dirt content of 

biological and physicochemical 

methods of deironing (by 

Mouchet, 1992) [8] 

Вихід біореактора в робочий стан по-

діляється на два етапи. Перший – почат-

ковий етап «зарядки» контактного заван-

таження. В цей період через заванта-

ження біореактора проходить вода із све-

рдловини, яка містить сполуки феруму, 

диоксиду вуглецю, феробактерії. Посту-

пово на поверхні гранул контактного за-

вантаження відбувається формування ак-

тивної каталітичної поверхні із клітин та 

матриксних структур. Процес проходить 

в результаті адгезії бактерій із від’ємним 

зарядом на первинній каталітичній плі-

вці, за відомим механізмом [9]. Трива-

лість «зарядки» залежить від параметрів 

якості води: величин рН, гідрокарбонат-

ної лужності, концентрації йонів Fe(II) та 

присутності феробактерій. В цей період 

відбувається формування початкової 

матриксної структури. Із кожною пор-

цією вхідної води до біореактора надхо-

дять нові концентрації бактерій, збільшу-

ючи їх загальну кількість.  

В результаті своєї життєдіяльності ба-

ктерії роду Gallionella створюють мат-

риксні спіралеподібні структури які з ча-

сом заповнюють весь міжпоровий прос-

тір. Електронну мікроскопію зразків мат-

риксних структур проводили за методом 

ренгеноспектрального аналізу на растро-

вому електронному мікроскопі (РЕМ) 

Quanta 200 (рис.3). Збільшення об’єму 

матриксних структур біомінералів в між-

поровому просторі призводило до їх пос-

тупової міграції із низхідним потоком 

води до нижніх шарів з їх поступовою ко-

льматацією.  
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Fig. 3. Electronic image of matrix structures: a – in the sediment of washing water 3000x;          

b – in the interporous space of contact loading 6000x: 1 – sediment accumulated 

between the matrix structures; 2 – cover of a separate matrix; 3 – agglomerate of matrix 

structures 

 

Другий етап – робочий (описується кі-

нетичною моделлю), стосується роботи 

біореактору між промивками. В резуль-

таті проведених авторами досліджень на 

пілотних та виробничих установках (м. 

Березне) було встановлено, що після про-

мивки кількість бактерій в завантаженні 

біореактора становила 103-105 кл/см3. Та-

ким чином, при формулюванні гранич-

них умов було закладена певна кількість 

біомаси яка залишалася в завантаженні 

(0,1 г/м3), а також кількість біомаси, яка 

надходила із вихідною водою (0,001 г/м3).  

На основі запропонованої фізичної мо-

делі розроблено багатокомпонентну ма-

тематичну модель процесу очищення під-

земних вод, комп’ютерна реалізація якої 

дозволяє прогнозувати зміну у часі по 

глибині контактного завантаження ефек-

тивності очищення, величин біомаси бак-

терій, які розвиваються на матриксних 

структурах та біомаси бактерій, які руха-

ються з потоком води, маси стаціонарних 

та рухомих матриксних структур в оди-

ниці об’єму, концентрації неорганічного 

вуглецю, визначати тривалість ефектив-

ної роботи очисної споруди між промив-

ками. 

Математична модель представлена за-

дачею Коші для нелінійної системи дифе-

ренціальних рівнянь в частинних похід-

них першого порядку:  

 

( )V M gradP= − ,       (1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
B B

M W x t B x x t H x t
t x

 
 = −  −  − 

 
,  (2) 

( ) ( ) ( ), , ,
U

W x t U x t H x t U
t


= +   − 


,    (3) 

( ) ( ) ( ) ( )1 2, , chem

F F
M x W x t W x t U R

t x

 
 = − − − −

 
,   (4) 

( ) ( ) ( ) ( )*

1 1, , ,
S S

M x k S H x t W x t
t x

 
 = − − + +  

 
   (5) 

 а   b  

Рис. 3. Електронне зображення матриксних структур: а – в осаді промивної води 3000х; 

b – в міжпоровому просторі контактного завантаження 6000х: 1 – осад накопи-

чений між матриксними структурами; 2 – чохол окремого матриксу; 3 – агло-

мерат матриксних структур  
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( ) ( )*

1 2, ,
M

k S H x t W x t U
t


= − + 


.     (6) 

Початкові та граничні умови для рівнянь (2-6):  

 

де 𝑥ϵ(0, 𝑙) – висота робочої частини біо-

реактора, м; 𝑡ϵ(0, 𝑇), де T – час ефектив-

ної роботи біореактора, визначається в 

процесі розв’язання задачі і рівний часу 

при якому досягається максимальна бру-

донасиченість біореактора. 

Перша складова рівняння (2) W – 

швидкість росту мікроорганізмів згідно 

рівняння Моно:  

( )

( )( )
max ,

( , )
, F

F x t
W x t

F x t K


=

+
, (7) 

де µmax – максимальна питома швидкість 

росту мікроорганізмів, год–1; F(x,t) – 

концентрація двовалентного заліза у 

вихідній воді, г/м3; КF – константа 

насичення, г/м3.  

Функція H(x,t), яка встановлює зв'язок 

між біомасою бактерій в одиниці об’єму 

вихідної води В(х,t), середньою біомасою 

бактерій U(x,t) на поверхні зерен контак-

тного завантаження та матриксних струк-

тур у міжпоровому просторі [10, 11]: 
**

** **

( , ), ( , ) ( , ),
( , )

( , ), ( , ) ( , ),

B x t якщо B x t B U x t
H x t

B U x t якщо B x t B U x t

  −
= 

−  −

Функція H*(x,t) забезпечує перехід матри-

ксу із стаціонарного стану в динамічний з 

урахуванням граничного насичення мат-

риксу:  

( )

*

2 **

* *

2 * *

( , ), ( , ) ,
( , )

( , ) , ( , ) ,

k M x t якщо M x t M
H x t

k M x t M якщо M x t M

  
= 

 − 

де *

*M  – максимальна концентрація мат-

риксу в біореакторі, г/м3 (максимальна 

брудомісткість); M – загальна концентра-

ція матриксу в біореакторі в момент часу 

який розглядається, г/м3; B – середня ве-

личина біомаси феробактерій в одиниці 

об’єму вихідної води, яка проходить че-

рез біореактор, г/м3; U – середня 

величина біомаси феробактерій іммобілі-

зованих на поверхні первинної стаціона-

рної оболонки контактного завантаження 

та матриксних структур в міжпоровому 

просторі, г/м3; B** – гранична величина бі-

омаси бактерій в матриксних структурах 

біореактора, г/м3.  

Інші складові рівнянь а також 

розв’язок поставленої задачі наведено в 

роботі [12]. При побудові моделі були ви-

користані як технологічні (максимальна 

брудомісткість (2,6 кг/м3), гранична ве-

личина біомаси бактерій в матриксних 

структурах (9,5 г/м3), максимальна пи-

тома швидкість їх росту (0,17–0,18 год-1), 

коефіцієнт насичення (0,65–0,7 г/м3), 

швидкість потоку в діапазоні 5–20 м/год), 

так і конструктивні параметри (висота ко-

нтактного завантаження біореактра 1,3 

м). 

Розроблена модель може бути модифі-

кованою залежно від зміни зовнішніх па-

раметрів якості природних вод. 

І) При обробці слабокислих 

(рН = 5,5…6,5), залізомістких 

(Fe2+ > 0,5 мг/дм3) підземних вод із нор-

мальним лужним резервом 

(Л = 2…4 ммоль/дм3), концентрацією ди-

оксиду вуглецю (СО2 > 20 мг/дм3) та не-

значним вмістом розчинених органічних 

речовин за перманганатною окисністю 

< 5,0 мгО2/дм3 можливе застосування ва-

ріанту без додаткового джерела вуглецю. 

ІІ) При обробці слабокислих підзем-

них вод із низьким лужним резервом 

(Л < 2,0 ммоль/дм3) з аналогічними за ва-

ріантом (І) показниками якості води реко-

мендується застосовувати варіант моделі 

із додатковим джерелом вуглецю у ви-

гляді розчину Na2CO3.  

ІІІ) При обробці нейтральних вод, в за-

лежності від величин Еh, поряд із 
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біологічними процесами буде відбува-

тись і хімічне окиснення. При чому, у ві-

дповідних межах рН-Еh [8] воно посту-

пово буде превалювати над біологічним. 

В цьому випадку необхідно враховувати 

також процес хімічного автокаталітич-

ного окиснення.  

ВИСНОВКИ 

В роботі розглянуто механізми форму-

вання матриксної структури bio-мінера-

лів в міжпоровому просторі контактного 

завантаження біореактора. Розроблено 

математичну модель яка дозволяє про-

гнозувати роботу біореакторів як у часі 

так і по глибині контактного заванта-

ження, а також зміну ефективності очи-

щення в залежності від концентрації іонів 

Fe(ІІ), вмісту феробактерій, присутності 

додаткового джерела неорганічного кар-

бону, швидкості фільтрування, врахову-

вати зміну показників якості вихідної 

води. Відзначено, що розроблена модель 

може бути модифікованою залежно від 

зміни зовнішніх параметрів якості приро-

дних вод. 
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Forecasting the groundwater treatment process in a bioreactor using ferrobacteria 

 
Oleksandr Kvartenko, Igor Prysiazhniuk 

 
Abstract. The monitoring of water quality parameters in 90 settlements of eight regions of Ukraine 

made it possible to state that groundwater is a complex multicomponent system. Existing deironing 

stations using simplified aeration-filtration technology are not able to remove Fe (II) compounds from 

water in the presence of humic complexes. Therefore, in modern conditions, the urgent task is to 

intensify their work through the introduction of new technologies, including biotechnology with the 

development of appropriate mathematical models. It is shown that much less attention was paid to 

modeling the kinetics of groundwater treatment processes in bioreactors than to traditional 

physicochemical methods, for which modern mathematical models were developed.  

The aim of the work is to develop a mathematical model of the kinetics of the process of groundwater 

treatment in bioreactors. The mathematical model is represented by the Cauchy problem for a nonlinear 

system of differential equations in partial derivatives of the first order. The system of the Cauchy 

problem consists of five equations with five unknown functions, which describe the distribution the 

concentration of ferrum cations, bacteria and the matrix structures in two phases (movable and 

immobilized) both in space and time. The inverse influence of the characteristics of the process, in 

particular, the concentration of matrix structures in the inter-pore space, as well as characteristics of the 

medium with the help of coefficients of mass exchange and porosity, were taken into account. The model 

allows determining the optimum operation time of a bioreactor between washings.  

Key words: kinetic model of biological deironing, matrix structures, method of characteristics 
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